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Zipf维数和城市规模分布的
分维值的关系探讨
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摘要 : 城市位序2规模理论和分形理论是研究城市系统的重要基础。前者可以较好地刻画城市
的规模分布 , 后者可用来深入地解释城市规模的分布规律。其中 , 城市规模分布的分维值和

Zipf维数是这两个基础理论中的重要参数。在研究我国城市规模的分布规律时 , 理论上可认

为分维值和 Zipf维数的乘积等于 1。但本文认为这种理论上的关系并不能直接套用到统计分析

中去 , 如果城市规模分布的分维值和 Zipf 维数是利用对于样本的 OLS (最小二乘法) 估计所

得 , 两者的乘积应等于判定系数 ( R2)。最后我们对此结果进行了推导和证明 , 并对其所具有

的理论意义和实践价值进行了简要阐述。
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中国拥有世界 1/ 5的人口 , 是世界上最大的发展中国家。改革开放以来 , 中国经济持

续发展 , 城市化进程加快。从宏观尺度上认识中国城市系统的发展规律不仅能丰富城市系

统理论 , 对于合理规划未来中国城市发展也具有重大的实践意义。城市位序2规模法则和
分形学是研究城市系统发展的重要理论 , 其中城市规模分布的分维值和 Zipf维数是这两个

基础理论中的重要参数 , 本文试图对这两个参数之间的关系作重新解释。

1　位序2规模法则及分形理论
Zipf维数和城市规模分布的分维值分别来自齐夫 ( G1K1Zipf)公式和帕雷托 ( Pareto)公

式 ,这两个公式是描述城市位序2规模的重要经验性公式[1 ]。我国是城市历史悠久的国家 ,

位序2规模法则较好地刻画了城市人口的规模分布[2 ]。那么 ,什么是位序2规模法则呢 ? 周

一星是这样介绍的 :研究对于一个城市的规模和该城市在国家所有城市按人口规模排序中

的位序的关系所存在的规律[3 ]。城市的位序2规模可用下面的公式表示[4 ] :

P1≥P2≥P3≥⋯≥Pr≥⋯ (1)

如果我们将区域城市从大到小按人口规模排序 , 位序2规模法则常见的表达式为 :

Pr = P1 r2q (2)

其相应的自然对数形式为 :

1n Pr = 1n P1 - q1n r (3)
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式 (1) 、(2)和 (3)中 , r表示某城市在城市系统中的位序 ; Pr表示位序为 r的城市人口规模 ;

P1在理论上为首位城市人口 ; q为参数 ,即 Zipf维数[5 ]。

对于位序2规模法则 , 城市地理学中还经常用帕雷托 (Pareto)公式[1 ]来表示 :

N ( P) = A P2D 　　(D > 0) (4)

其相应的自然对数形式为 :

1n N ( P) = 1nA - D1n P (5)

式 (4)和 (5)中 , N ( P)表示大于门槛人口规模的城市数量 ; P为城市人口规模 ; A、D 为系

数 ,下文将对 D进行具体解释。

另外 , 陈彦光等还提出了位序2规模关系的严格表达形式 , 即三参数 Zipf 模型[5 ]。此

模型的提出为预测城市系统的发展提供了重要工具。

位序2规模法则为描述城市系统的分布规律提供了可能 , 如要对城市规模分布进行深

入解释 , 可借助于分形理论。分形 (fractal)指的是自然界存在的具有自相似性、维数是分

数的一类结构破碎的形体[6 ]。分形研究 (fractal studies)是当代理论地理学的前沿[7 ] ; Man2
delbot、D1Wong、A1S1Fotheringham和 P1Frankhouser 等先后研究了城市体系的位序2规模法
则以及 Pareto分布与分维的关系[7 ] ; 陈彦光岳文泽等对分形理论在城市体系中的应用做了

深入的探讨 , 为研究城市系统的规模分布提供了理论基础[5 ,8 ]。将分形理论应用于城镇体

系研究是分形理论在人文地理学应用中比较成熟的方面[7 ,8 ]。研究表明 , 城镇体系的等级

结构存在无标度性 , 具有分形特征[8 ] , 这样 , 帕雷托公式的系数 D , 即函数 (4) 、(5)中的

D , 可被看作是城市规模分布的分维值 , 对此 , 已有相应的说明和推导过程[1 ,9 ]。

2　问题的提出
函数 (5)和函数 (3)中的 r和 N ( P) 、Pr和 P是相应的两对变量。人们通常在计算城市

规模分布的分维值时 ,为了研究的方便 ,理论上常认为函数 (5)和函数 (3)是互为反函数。所

以 ,在研究我国城市规模分布时 ,把函数 (3)中的 q当作城市规模分布的分维值 ( D)的倒

数[5 ,10 ,11 ] ,即 :

D = 1 Þq (6)

注 : 左图和右图中的直线均为趋势线 ; 资料来源 :《1998年中国城市统计年鉴》

图 1　1997年我国城市人口位序2规模双对数图
Fig11A double2logarithmic plot for rank2size distribution of China urban population in 1997

但是在实际分析中 , 有时公式 (6)并不成立。为了准确地分析城市规模分布的分维值 ,

我们需要对上述的经验结果做重新解释。图 1是 1997年我国位于前 200位、地级或地级
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以上城市的人口2规模分布的双对数图。其中 , 左图是根据函数 (3)来布置坐标点的 , 以城

市位序的自然对数为横坐标 , 以城市人口规模的自然对数为纵坐标 ; 右图是根据函数 (5)

来布置坐标点的 , 以城市人口规模的自然对数为横坐标 , 以超过某一人口规模的城市数目

的自然对数为纵坐标。用幂函数曲线分别对这些坐标点进行拟合 , 幂函数的详细表达公式

见图 1。结果显示 : Zipf维数 [函数 (3)中的 q = 017634 ] (图 1中的左图)和城市规模分布

的分维值 [函数 (5)中的 D = 112892 ] (图 1中的右图)之间存在着这样的关系 :

D×q = 017634×112892≈019842 = R2 (7)

上式中 D和 q的乘积并不等于 1 , 如保留四位小数 , 正好等于判定系数(R2) (图 1) 。因此 ,

我们可以得出这样的结论 : 在某些情况下 , Zipf维数和城市规模分布的分维值之间关系并

不是倒数关系 , 相反 , 它们的乘积等于判定系数 ( R2) 。下面我们对公式 (7)进行推导和说

明。

3　Zipf维数和城市规模分布的分维值关系推导
如果函数 (3)和函数 (5)互为反函数 , 那么系数之间应该具备以下关系 :

1nA =
ln P1

q
和 D = 1 Þq (8)

以上是严密的函数2反函数转换过程。但是 , 函数 (3)和函数 (5)是利用统计上的OLS(最小

二乘估计)方法估计出来的 , 那么 A , P1和 D , q 的估计值之间就不具备以上关系 , 如公

式 (7)中 Zipf维数和城市规模分布的分维值相乘不等于 1。

注 : 图中直线是在固定常数项 , 使 lnA = (ln P1) / q = 914673的情景下坐标点的趋势线。

资料来源 :《1998年中国城市统计年鉴》

图 2　1997年我国城市人口规模2频率双对数图
Fig12　A double2logarithmic plot for frequency2scale of China urban population in 1997

但是如果我们对函数 (5)的估计值进行调整 (图 2) , 将其常数项固定为定义值 :

1nA =
1n P1

q
= 914673 (9)

则估计结果如下 :

D×q = 017634×113093≈019995 (10)
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式中 , D和 q值分别来自图 1中的左图和图 2。如忽略误差因素 , 显然 , D和 q的估计值

互为倒数关系。出现上述结果的原因就在于利用 OLS估计系数时 , 如果考虑残差项对因

变量的影响 , 得出的回归结果必须满足残差平方和最小。

实际上 , 作为任意两个变量OLS估计系数的 D和 q , 都满足 D×q = R2的关系。证明

过程如下 :

　　　　　　　　　　　　令　1) X = c + DY +ε2 (11)

　　　　　　　　　　　　　　2) Y = a + qX +ε1 (12)

式中 , 变量 X相当于函数 (3)和 (5)中的 lnr和 ln N ( P) , 变量 Y则相当于函数 (3)和 (5)中

的 ln Pr和 lnP , q和 D相当于函数 (3)和 (5)中的 q和 D。a , q , c , D分别是相应方程的 OLS

(最小二乘估计)估计值 , 则满足 :

R2
1 = D2 Ε S YY ÞSXX (13)

R2
2 = q2 Ε S XX ÞS YY (14)

其中 , SXX =Σ
i

( Xi2�X) 2 ; 　　　S YY =Σ
i

( Yi2�Y) 2 (15)

式 (13) 、(14)和 (15)的详细过程请见参考文献[12 ]。由 (14)得 :

R2
2 = q2 Ε S XX ÞS YY = ( q2 Ε D2) ÞR2

1 (16)

于是 : R2
2×R2

1 = D2×q2 (17)

由于 X和 Y是相同的变量 , 判定系数 ( R2)必然相等 , 有 :

R4 = R2
2×R2

1 = D2×q2 (18)

然后有 : D×q = R2 (19)

即 , 公式 (3) 和公式 (5) 中的 q、D相乘等于判定系数 R2。

4　研究意义
研究 Zipf维数和城市规模分布的分维值具有重要的实践意义 , 有利于正确把握城市规

模 (人口或用地规模) 分布的规律和预测城市的发展规模[13～15 ]。本文对 1990～1996年的

中国城市建成区面积 (包括县级市) 位于全国前 200位的城市进行统计分析 , 并对这些坐

图 3　1990、1993和 1996年中国城市建成区用地

位序2规模图
Fig13　Rank2size distribution of urban built2up

area in China in 1990 , 1993 , and 1996

标点按照城市建城区用地面积的大小进行排

列 , 建立回归曲线 (图 3) 。由于数据太多 , 在

图上不易表达 , 只选用 1990、1993 和 1996 年

资料绘图。可以看出中国城市建成区的土地利

用的位序2规模曲线具有幂函数曲线的特征。用
幂函数对 1990、1993、1994、1996 这四年数据

进行拟合 , 判定系数 ( R2 )都在 0197 以上 (表

1) , 最高的是 1994 年 , 判定系数值达到

019836。这可以证明 : 中国城市建城区用地规

模分布符合位序2规模法则。当探讨 1990～1996

年城市建城区用地规模分布的特点时 , 我们如

果用公式 (7)来计算分维值 , 就会得出这样的

规律 : 在此期间 , 中国城市建城区用地规模分

布的分维值有逐渐增大的趋势 (表 1) , 分维值
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从 1990的 114635增加到 1996年的 116376 (表 1) 。相反 , 如果用公式 (6)来计算城市建城

区用地规模分布的分维值 , 分维值从 1990 年的 114966 增加到 1994 年的 116906 , 但 1996

年又变小了 , 分维值降为 116689。这样我们就得不出我国城市建城区用地规模分布的分维

值有逐渐增大的趋势的 , 这样的规律就被遮蔽了。

弄清 Zipf维数和城市规模分布的分维值之间的关系也具有理论意义。它不仅有利于我

们深刻理解齐夫公式和帕雷托公式 , 对计算城市规模分布的分维值和预测城市的发展也有

一定意义。可以防止出现不必要的误差 , 使分维值偏大。特别是当判定系数比较小的时

候 , 这种偏大就会表现得更明显 (表 1) 。

表 1　1990～1996年中国城市建成区用地位序2规模分析表
Tab11　Rank2size analysis results of urban built2up areas for 200 cities

between 1990 and 1996 in China

年份
位序2规模表达式

(S = S0 Rq
i )

判定系数

(R2)
Zipf维数

公式 6计算的建城区用地

规模分布的分维值 D

公式 7计算的建城区用地

规模分布的分维值 D

1990 Y = 701168 X - 016682 019779 016682 114966 114635

1993 Y = 700145 X - 016092 019739 016092 116415 115988

1994 Y = 665118 X - 015915 019836 015915 116906 116330

1996 Y = 751138 X - 015992 019813 015992 116689 116376

　注 : 此表对 1990～1996年中的偶数年、城市建成区面积位于全国前 200位的城市建区面积 (包括一些面积较大的县

级市) 进行了统计分析。《中国城市统计年鉴》从 1997年起 , 未收集县级市的建成区资料 , 因此 , 1997年以后

的数据未作统计。1993～1994《中国城市统计年鉴》中缺少 1992年城市用地面积统计资料 , 故未对 1992年进行

分析。

5　结束语
本文分析了 Zipf维数和城市规模分布的分维值的关系 , 认为如果城市规模分布的分维

值和 Zipf 维数是利用对于样本的最小二乘法估计所得 , 两者的乘积应等于判定系数
( R2) 。这个结论不但有助于理解齐夫公式和帕雷托公式 , 对预测未来城市规模也有实践

意义。
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Relationship between Zipf dimension and fractal
dimension of city2size distribution

TAN Ming2hong , FAN Cun2hui
( Institute of Geographic Sciences and Natural Resources Research ,CAS , Beijing ,100101 , China)

Abstract :China has a long history of urban development and has numerous cities. Macroscopically the

congnition of development law of China’s urban system provides an ideal source for enrichment of urban

system theoretical research. Furthermore ,China ,as a developing country on the fast track ,is experienc2
ing rapid urban growth. A better understanding of China’s urban system development will be helpful for

predicting the city scale (such as ,urban land scale ,urban population scale) and macro2planning of Chi2
na’s urban growth.

The urban rank2size and the fractal theories are the important bases for studying the urban sys2
tem. The former can perfectly depict the distribution of urban size ,and the latter can be employed to

explain the characteristics of distribution of urban size. At the same time ,the fractal dimension and the

Zipf dimension are the basic parameters of the two theories. But when studying the urban rank2size rule

and the fractal ,some scholars theoretically believe there is the relationship between Zipf dimension and

the fractal dimension of distribution of urban size ,that is ,their product equals 1. But ,we think ,if D

and q are the results of OLS(Ordinary Least Square) estimation ,then their product should be R2 (R2 ,

the coefficient of determination) . Then ,this paper deduces and proves this result .

To study the relationship between Zipf dimension and the fractal dimension of distribution of urban

size is helpful to understanding the rule of urban rank2size. Moreover ,this study is also necessary for

grasping urban development in the future characteristics of urban system evolution in the past and pre2
dicting in the urban development future because China is experiencing rapid urbanization process.

Key words :city2size distribution ;Zipf dimension ;fractal dimension
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